Элементарныя функцыі by Шилинец, Владимир Адамович et al.
 1 
Міністэрства адукацыі Рэспублікі Беларусь 
 
Установа адукацыі 
«Беларускі дзяржаўны педагагічны універсітэт 















































Друкуецца па рашэнні рэдакцыйна-выдавецкага савета БДПУ, 
рэкамендавана секцыяй фізіка-матэматычных і тэхнічных навук 




доктар педагагічных навук, дэкан матэматычнага факультэта БДПУ 
У. У.  Ш л ы к а ў; 
кандыдат фізіка-матэматычных навук, загадчык кафедры 











Кібалка, П. І. [і інш.] 
К381 Элементарныя функцыі: дапаможнік / П. І. Кібалка, У. А. Шылі-
нец, А. С. Гацура. – Мінск : БДПУ, 2007. – 34 с. 
ISBN 978-985-501-322-9. 
У дапаможніку змешчаны матэрыялы па сістэматычным выкладанні 
тэорыі элементарных функцый рэчаіснай зменнай, якія могуць быць 
выкарыстаны для ілюстрацыі матэматычных метадаў. 
Адрасуецца студэнтам фізіка-матэматычных спецыяльнасцей БДПУ, 






             © Кібалка П. І. [і інш.], 2007 













Элементарныя функцыі адыгрываюць важную ролю ў сістэме 
матэматычнай падрыхтоўкі настаўнікаў матэматыкі. Пры іх дапамозе 
могуць быць пабудаваны і вывучаны матэматычныя мадэлі разнастай-
ных працэсаў рэальнага сусвету. Гэтыя функцыі выкарыстоўваюцца 
і для ілюстрацыі розных матэматычных метадаў. 
У дапаможніку дастаткова поўна і паслядоўна выкладаецца тэорыя 
элементарных функцый рэчаіснай зменнай. Ён напісаны на падставе 
лекцый, якія чыталіся на фізічным факультэце БДПУ на працягу шэрага 
гадоў. Яго змест адпавядае праграме курса матэматычнага аналізу для 
спецыяльнасцей «Фізіка і матэматыка», «Фізіка і інфарматыка». 
Сістэматычная праца з выкарыстаннем дапаможніка будзе спрыяць 
павышэнню прафесійнага ўзроўню будучых настаўнікаў матэматыкі. 
Яго матэрыял даступны для вучняў сярэдняй школы і можа быць 
выкарыстаны настаўнікамі матэматыкі для арганізацыі факультатыўных 










§ 1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЯ ФУНКЦЫІ З R У R 
Клас элементарных функцый складаецца з ступеневых, паказніка-
вых, лагарыфмічных, трыганаметрычных і адваротных трыганамет-
рычных функцый, а таксама функцый, якія атрыманы з адзначаных пры 
дапамозе чатырох арыфметычных дзеянняў і кампазіцый, скарыстаных 
канечны лік разоў. 
Далей будуць разгледжаны ўласцівасці асноўных элементарных 
функцый, да якіх адносяць сталую, ступеневую, паказнікавую, лагарыф-
мічную, трыганаметрычныя і авдваротныя трыганаметрычным функцыі. 
Мяркуецца, што чытач валодае матэрыялам тэорыі лімітаў і непарыў-
насці рэчаісных функцый адной рэчаіснай зменнай. Аднак для зручнасці 
разумення выкладаемага матэрыялу нагадаем некаторыя ўласцівасці. 
Азначэнне 1. Лік а называецца лімітам паслядоўнасці { }nõ , калі для 
кожнага ε > 0  існуе такі натуральны лік N, што для любога n > N  
выконваецца няроўнасць − < εnx a . 
Пры дапамозе сімвалаў ∀  і ∃  азначэнне 1 запісваецца гэтак: лік а – 
ліміт паслядоўнасці { }nõ , калі 0      :  .nN n x a∀ε > ∃ ∀ > − < εN  
Абазначэнне: 
→∞
=lim nn x a  або →nx a  пры → ∞.n  
Азначэнне 2. Лік а называецца лімітам функцыі ( )f x  у пункце 0x  
(або пры → 0x x ), калі для кожнага ліку ε > 0  існуе такі лік δ > 0 , што 
для ўсіх х, якія задавальняюць умове < − < δ00 x x , выконваецца 
няроўнасць ( ) − < εf x a . 







f x a  або ( ) →f x a  пры → 0x x . 







f x a ( )( )00   0     0x x - x f x a⇔ ∀ε > ∃δ > ∀ < < δ ⇒ − < ε . 
 
Азначэнне 3. Функцыя ( )f x  называецца непарыўнай у пункце 
















y , дзе ∆ = − 0x x x  – пры-
рост аргумента ў пункце 0x , ( ) ( )∆ = − 0y f x f x  – адпаведны прырост функцыі. 
Нагадаем таксама тэарэму пра існаванне і непарыўнасць адваротнай 
функцыі. 
Тэарэма. Няхай функцыя ( )=y f x  вызначаная, строга нарастае (спа-
дае) і непарыўная на прамежку ⊂X R. Тады мноствам яе значэнняў 
з’яўляецца прамежак ⊂Y R, на якім яна мае адваротную функцыю, якая 
таксама строга нарастае (спадае) і непарыўная. 
§ 2. СТУПЕНЕВАЯ ФУНКЦЫЯ З ЦЭЛЫМ ПАКАЗНІКАМ 
Няхай ∈à R, ∈n N. Згодна з азначэннем ступені з натуральным 
паказнікам маем: 
==  ⋅ ⋅ ⋅ >


  ì í î æí ³êà¢
,  êàë³  1, 




a a a a n  
Азначэнне. Ступеневай функцыяй з натуральным паказнікам 
называецца функцыя выгляду = ny x , дзе n – натуральны лік. 
Уласцівасці ступеневай функцыі з натуральным паказнікам 
01 .  Абсягам вызначэння ступеневай функцыі = ny x , ∈n N з’яўляецца 
ўсё мноства рэчаісных лікаў: ( ) =D y R. 
02 .  У сваім абсягу вызначэння дадзеная функцыя непарыўная. 
Д о к а з .  Калі n=1, то функцыя = ny x , ∈n N непарыўная ў любым 
фіксаваным пункце ∈0õ R, бо → =0 0
lim
x x
õ õ , а значыць, яна непарыўная на 
мностве ўсіх рэчаісных лікаў. Калі n>1, то ступеневая функцыя з 
натуральным паказнікам непарыўная на мностве R як здабытак n 
непарыўных на мностве рэчаісных лікаў функцый. 
03 .  Калі n – цотны (няцотны) натуральны лік, то дадзеная функцыя 
з’яўляецца цотнай (няцотнай). 
Сфармуляванае сцвярджэнне лёгка даказваецца пры дапамозе 











04 .  На прамежку [ )+ ∞0;  разглядаемая функцыя нарастае, паколькі з 
няроўнасці ≤ <1 20 õ õ  заўсёды вынікае няроўнасць < 21
n nõ õ . Адсюль на 
падставе ўласцівасці 03  атрымліваем, што на прамежку ( ]−∞; 0  функцыя 
= ny x , ∈n N  спадае пры цотным n і нарастае пры няцотным n. 
Такім чынам, пры няцотным n дадзеная функцыя нарастае на прамежку 
( )−∞ + ∞; . 
05 .  Няхай n>1. Калі < <0 1x , то <nx x . Сапраўды, пры < <0 1x  маем 
− <1 1nx . Памножыўшы апошнюю няроўнасць на > 0x , атрымаем <nx x . 
Такім чынам, для разглядаемых значэнняў х графік функцыі ляжыць пад 
прамой у=х. 
Калі > 1x , то >nx x . Гэта сведчыць аб тым, што для разглядаемых 
значэнняў х графік функцыі = ny x , ∈n N ляжыць над прамой у=х. 
06 .  Няхай Y-мноства значэнняў функцыі = ny x , ∈n  N, а = infm Y , 
= supM Y . Калі n – цотны натуральны лік, то = 0m , = +∞M . Калі ж n – 
няцотны натуральны лік, то = −∞m , = +∞M . 
Калі скарыстаць тэарэму пра мноства значэнняў непарыўнай функцыі, 
то атрымаем, што пры цотным n мноствам значэнняў функцыі = ny x , ∈n N 
з’яўляецца прамежак [ )+ ∞0; , а пры няцотным n – прамежак ( )−∞ + ∞; . 
Графік функцыі = ny x  пры любым ∈n N праходзіць праз пункты ( )0; 0 , 
( )1; 1  і пры n>1 датыкаецца восі Ох у пункце ( )0; 0 . На рыс. 1 прыведзены 
































Разгледзім функцыю α=ó õ , дзе α = 0 . Зразумела, што = 1ó , 
( ) =D y R { }\ 0 . Графік гэтай функцыі прыведзены на рыс. 2. 
Для любога ∈à R { }\ 0  і любога ∈n N 





Разгледзім функцыю α=ó õ , дзе α = −n , 
∈n N. Гэтая функцыя валодае наступнымі 
ўласцівасцямі: 
1) ( ) =D y R { }\ 0 ; 
2) на сваім абсягу вызначэння яна непарыўная як дзель дзвюх 
непарыўных функцый; 
3) калі n – цотны лік, то дадзеная функцыя з’яўляецца цотнай, нарастае 
на прамежку ( )−∞; 0  і спадае на прамежку ( )+ ∞0; ; ( ) ( )= + ∞0; Å ó ; 
4) калі n – няцотны лік, 
то разглядаемая функцыя 
з’яўляецца няцотнай, спа-
дае на прамежку ( )−∞; 0  і 
на прамежку ( )+ ∞0; ; 
( ) =Å ó R { }\ 0 . 
Графікі функцыі −= nó õ  
для некаторых ∈n N  пры-
ведзены на рыс. 3. 
§ 3. СТУПЕНЕВАЯ ФУНКЦЫЯ З ПАКАЗНІКАМ 
1
n
, дзе N – натуральны лік 
Разгледзім ступеневую функцыю з натуральным паказнікам = ny x . 
Магчымы наступныя выпадкі. 
I. Няхай n – няцотны натуральны лік. Як было паказана ў папярэднім 
параграфе, дадзеная функцыя вызначаная, непарыўная і нарастае на 
прамежку −∞ < < +∞x . Мноствам яе значэнняў з’яўляецца прамежак 




































Калі зараз скарыстаць тэарэму пра існаванне і непарыўнасць 
адваротнай функцыі, то атрымаем, што на прамежку −∞ < < +∞ó  
значэнняў дадзенай функцыі існуе адваротная функцыя, якая таксама 
нарастае і непарыўная. Гэтую функцыю будзем абазначаць =
1
nó õ  або 





nó õ  сіметрычны графіку функцыі = nó õ  адносна 
прамой у=х (рыс. 4).  
II. Няхай n – цотны лік. У гэтым выпадку функцыя = nó õ , ∈n N  
вызначана на прамежку −∞ < < +∞x . Аднак яна не з’яўляецца строга 
манатоннай на гэтым прамежку. Мы будзем разглядаць яе на прамежку 
≤ < +∞0 õ , на якім функцыя з’яўляецца строга манатоннай (нарастальнай). 
Такім чынам, разгледзім функцыю = nó õ , ∈n N  на прамежку 
≤ < +∞0 õ . Як было даказана ў папярэднім параграфе, разглядаемая 
функцыя на гэтым прамежку нарастае і непарыўная. Мноствам яе 





















Рыс. 4         Рыс. 5 
 
Калі скарыстаць тэарэму пра існаванне і непарыўнасць адваротнай 
функцыі, атрымаем, што на прамежку ≤ < +∞0 ó  значэнняў функцыі = nó õ  
існуе адваротная функцыя, якая таксама з’яўляецца нарастальнай і 
непарыўнай. Яе мы абазначым =
1
nó õ  або = nó õ  і будзем называць 













Графік гэтай функцыі сіметрычны графіку функцыі = nó õ , разгля-
даемай пры ≥ 0õ  (рыс. 5).  
Заўвага. Як было вызначана вышэй, функцыя = nó õ  пры любым натуральным n 
(цотным і няцотным) існуе для ўсіх ≥ 0õ .  
Разгледзім адвольны лік ≥ 0à . У гэтым пункце функцыя = nó õ  вы-
значана. Значэнне разглядаемай функцыі ў пункце ≥ 0à  абазначым праз 
= nb a  і назавём арыфметычным коранем n-й ступені з ліку ≥ 0à .  
Інакш кажучы, арыфметычным коранем n-й ступені з ліку ≥ 0à  
называецца такі лік ≥ 0b , n-я ступень якога роўна а: 
=nb a . 
Вызначыўшы існаванне функцыі = nó õ  для любога ≥ 0õ , мы гэтым 
даказалі існаванне арыфметычнага кораня n-й ступені з любога неадмоў-
нага ліку. 
§ 4. СТУПЕНЕВАЯ ФУНКЦЫЯ  
З АДВОЛЬНЫМ РАЦЫЯНАЛЬНЫМ ПАКАЗНІКАМ 






, дзе m, n – натуральныя лікі, якія не маюць агульных 
множнікаў, адрозных ад адзінкі.  
Сфармулюем азначэнне ступеневай функцыі з рацыянальным 
паказнікам у кожным з гэтых выпадкаў. 
Азначэнне 1. Ступеневай функцыяй з паказнікам m
n
 называецца 
функцыя наступнага выгляду: ( )= =
1m
mn nó õ x . 
Вывучым уласцівасці гэтай функцыі. 
Дадзеную функцыю можна разглядаць як складаную: =
1
ny u , = mu x . 
Паколькі кожная з гэтых функцый непарыўная ў сваім абсягу вызначэн-
ня (§ 2–3), то згодна з тэарэмай аб непарыўнасці складанай функцыі 
дадзеная функцыя =
m










Пры вывучэнні далейшых уласцівасцяў функцыі =
m
ny x  будзем 
разглядаць магчымыя тут прыватныя выпадкі. 
I. = 1m
n
. У гэтым выпадку дадзеная функцыя мае выгляд =y x . Гэта 




1. m, n – няцотныя лікі. Напрыклад, ( )= = =
5 1
35 53 3y x x x . Абсяг 
вызначэння: ( )−∞ + ∞; . Дадзеная функцыя няцотная. Яна нарастае на 
падставе наступнай тэарэмы: нарастальная функцыя ад нарастальнай 
функцыі ёсць функцыя нарастальная.  
Пры пабудове графіка ўлічваем наступнае: калі < <0 1x , то < <
5
30 x x  
(сапраўды, калі < <0 1x , то < <
2
30 1x ; памножыўшы апошнюю няроўнасць 
на > 0x , атрымаем < <
5
30 x x ). Калі > 1x , то >
5
3x x . Улічваючы гэтае, 
будуем графік функцыі (рыс. 6). 
2. m – цотны лік, n – няцотны. Напрыклад, = =
4
3 43y x x  (рыс. 7). 
3. m – няцотны лік, n – цотны. Напрыклад, = =
3




1. m, n – няцотныя лікі. Напрыклад, = =
3

































2. m – цотны лік, n – няцотны. Напрыклад, = =
2
3 23y x x  (рыс. 10). 
3. m – няцотны лік, n – цотны. Напрыклад, = =
3
4 34y x x  (рыс. 11). 
Азначэнне 2. Ступеневай функцыяй з паказнікам −m
n





m nó õ x
. 
Магчымы выпадкі. 









 (рыс. 12). 








 (рыс. 13). 














































§ 5. АЗНАЧЭННЕ СТУПЕНІ З ІРАЦЫЯНАЛЬНЫМ ПАКАЗНІКАМ 
Сфармулюем спачатку азначэнне ступені з рацыянальным паказнікам. 
Азначэнне 1. Ступень ліку > 0à  з рацыянальным паказнікам r  
абазначаецца сімвалам ra  і вызначаецца наступным чынам: 
1) калі =r n  ( ∈n N ), то = ⋅ ⋅ ⋅
  ì í î æí ³êà¢
...n
n
a a a a ; 
2) калі = 1r
n
 ( ∈n N ), то 
1
na  ёсць арыфметычны корань n-й ступені з 
ліку а; 
3) калі = mr
n
 ( ∈, m n N ), то ( )=
1m
mn na a ; 
4) калі = 0r , то =0 1a ; 






Вывучым цяпер некаторыя ўласцівасці ступені з рацыянальным 
паказнікам. 
01 .  Для любога рацыянальнага ліку r  > 0ra . Праўдзівасць гэтага 
сцвярджэння вынікае з азначэння 1. 
02 .  Для любых рацыянальных лікаў 1r  і 2r  маюць месца наступныя 
роўнасці: 
( )








  = > > 
 












   0, 0 ,
   0, 0 .












ab a b a b
a a a b
b b
 
Усе гэтыя роўнасці даказваюцца ў элементарнай матэматыцы. 
03 . Калі > 1a , > 0r , то > 1ra . 
Д о к а з .  Разгледзім ступеневую функцыю = ró õ , дзе > 0r . Як было 
даказана, гэтая функцыя нарастае на прамежку ( )+ ∞0; . Таму з няроўнасці 










04 .  Калі > 1a , >1 2r r  ( 1 2, r r  – рацыянальныя лікі), то >1 2
r ra a . 
Д о к а з .  Паколькі >1 2r r , то − >1 2 0r r . Таму на падставе ўласцівасці 
03  атрымаем − >1 2 1r ra .  









, г. зн. >1 2r ra a . 
05 .  Для любой паслядоўнасці рацыянальных лікаў { }nr , якая збягаецца 
да нуля, адпаведная паслядоўнасць { }nra  імкнецца да адзінкі. 
Д о к а з .  Няхай > 1a . Доказ разбіваецца на дзве часткі. 
1. Спачатку дакажам, што 
1 1





= = .     (1) 
Возьмем адвольны лік ε > 0 . Скарыстаўшы формулу бінома Ньютана, 
будзем мець: 
( )+ ε = + ε + > ε1 1 ... .n n n  
Паколькі пры → ∞n  ε → +∞n , то з апошняй няроўнасці атрымаем, што 
( )+ ε → +∞1 n . 
Калі цяпер скарыстаць азначэнне бясконца вялікай паслядоўнасці, то 
зможам знайсці такі нумар N, што для ўсіх n >N будзе выконвацца 
няроўнасць 








1na          (2) 




значыць, няроўнасць (2) можна запісаць у выглядзе 
1
1 .na − < ε  
Такім чынам, мы даказалі, што для любога ε > 0  можна знайсці такі 
нумар N, што для ўсіх n >N выконваецца няроўнасць 
1



























= = . 
Роўнасць (1) даказаная. 
2. Няхай { }nr  адвольная паслядоўнасць рацыянальных лікаў, якая 





Возьмем адвольны лік ε > 0 . Згодна з роўнасцю (1) знойдзецца такі 
нумар 0n , што  
−
− < ε − < ε0 0
1 1




− ε < < < + ε0 0
1 1
1 1 .n na a      (3) 
Паколькі згодна з умовай lim 0nn r→∞ = , то знойдзецца такі нумар N , што 




















nn nra a a .     (4) 
З няроўнасцяў (3) і (4) вынікае няроўнасць 
− ε < < + ε1 1nra , 
гэта значыць  
− < ε1nra  










Такім чынам, мы даказалі, што для любога ε > 0  знойдзецца такі нумар 
N, што для ўсіх >n N  выконваецца няроўнасць 
− < ε1nra . 





Уласцівасць 05  у выпадку > 1a  даказалі. Выпадак < <0 1a  зводзіцца 

















У выпадку а=1 праўдзівасць уласцівасці відавочная. 
Пяройдзем цяпер да вызначэння ступені ліку > 0a  з ірацыянальным 
паказнікам. Папярэдне дакажам тэарэму. 
 
Тэарэма. Няхай > 0a  – рэчаісны, а α  – ірацыянальны лік. Тады для 
любой паслядоўнасці { }nr , якая збягаецца да α , адпаведная паслядоў-
насць { }nra  заўсёды мае адзін і той жа ліміт. 
Доказ. Спачатку дакажам тэарэму ў выпадку > 1a . Разгледзім адволь-
ную нарастальную паслядоўнасць рацыянальных лікаў { }ρn , якая збягаецца 
да α  (такую паслядоўнасць заўсёды можна пабудаваць). На падставе ўлас-
цівасці 04  адпаведная паслядоўнасць { }ρna  таксама будзе нарастальнай. 
Разгледзім цяпер адвольны рацыянальны лік > αr . Тады для ўсіх n 
будзем мець: 
ρ < α <n r . 
Адсюль на падставе ўласцівасці 04  атрымаем ρ <n rà à  для ўсіх n. 
Такім чынам, мы даказалі, што паслядоўнасць { }nρa  не толькі нарастае, 





= .       (5) 
Разгледзім цяпер адвольную паслядоўнасць рацыянальных лікаў { }nr , 
якая імкнецца да α . Відавочна, што − ρ → 0n nr . Таму на падставе 















Паколькі ρ −ρ= ⋅n n n nr ra a a , то, улічваючы (5) і (6), атрымаем: 
lim lim lim 1 .n n n nr r
n n n
a a a À Aρ −ρ
→∞ →∞ →∞
= ⋅ = ⋅ =  
Такім чынам, мы даказалі, што для любой паслядоўнасці рацыянальных 
лікаў { } → αnr  адпаведная паслядоўнасць { }nra  заўсёды мае адзін і той жа 
ліміт А. У выпадку > 1a  тэарэма даказаная. 

















У выпадку = 1a  тэарэма праўдзівая, што відавочна. Тэарэму даказалі 
цалкам. 
Азначэнне 2. Ступенню ліку > 0a  з ірацыянальным паказнікам α  мы 
будзем называць ліміт, да якога імкнецца паслядоўнасць { }nra , дзе { }nr  – 
адвольная паслядоўнасць рацыянальных лікаў, якая імкнецца да ліку α . 
Ступень ліку > 0a  з ірацыянальным паказнікам α  будзем абазначаць αà . 
Сфармуляванае азначэнне карэктнае ў тым сэнсе, што адзначаны ліміт 
заўсёды існуе і незалежыць ад выбару паслядоўнасці рацыянальных лікаў 
{ }nr , якая імкнецца да α . 





= ,      (7) 
дзе { }nr  – адвольная паслядоўнасць рацыянальных лікаў, якая імкнецца да 
ліку α . 
Заўвага 1. Роўнасць (7), якая ў выпадку ірацыянальнага ліку α  з’яўляецца азначэннем 
ступені αà , у выпадку рацыянальнага α  можна даказаць. 
Няхай α  – рацыянальны лік. Разгледзім адвольную паслядоўнасць { }nr  
рацыянальных лікаў, якая імкнецца да α . Згодна з уласцівасцю 02 , 
−αα= ⋅n nr ra a a . 








lim lim 1 .n nr r
n n
a a a à à−αα α α
→∞ →∞










Заўвага 2. Сфармуляваўшы азначэнне ступені ліку > 0a  з рацыянальным і ірацыя-
нальным паказнікам, мы тым самым увялі паняцце ступені ліку > 0a  з любым рэчаісным 
паказнікам. 
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      і г. д. 
Дакажам, напрыклад, першую роўнасць. Няхай { }'nr  і { }''nr  – 
адвольныя паслядоўнасці рацыянальных лікаў, якія імкнуцца адпаведна да 
α  і β . Тады  
{ }+ → α + β' ''n nr r . 
Згодна з уласцівасцю 02 , маем +⋅ =' '' ' ''n n n nr r r rà à à . 
Калі цяпер у гэтай роўнасці перайсці да ліміту пры → ∞n  і скарыстаць 
роўнасць (7), то атрымаем 
α β α+β⋅ =a a a . 
§ 6. ПАКАЗНІКАВАЯ ФУНКЦЫЯ 
Азначэнне 1. Функцыя выгляду = õó à  ( )< ≠0 1a , вызначаная для ўсіх 
( )∈ −∞ + ∞;x , называецца паказнікавай функцыяй з асновай à .  
Сімвал xa  мы разумеем наступным чынам: 
1) калі =õ n  ( ∈n N ), то = ⋅ ⋅ ⋅
  ì í î æí ³êà¢
...n
n
a a a a ; 
2) калі = 1õ
n
 ( ∈n N ), то 
1
na  ёсць арыфметычны корань n-й ступені з 
ліку а; 
3) калі = mõ
n
 ( ∈,m n N ), то ( )=
1m
mn na a ; 
4) калі = −mõ
n


















5) калі = 0õ , то =0 1a ; 
6) калі = αõ  (α  – ірацыянальны лік), то αa  ёсць ліміт, да якога імкнец-
ца паслядоўнасць { }nra , дзе { }nr  – адвольная паслядоўнасць рацыя-






Уласцівасці паказнікавай функцыі 
01 .  Абсяг вызначэння ( )−∞ + ∞; . 
02 .  > 0xa  пры любым рэчаісным х. 
Д о к а з .  Няхай > 1a . Калі х – рацыянальны лік, то > 0xa  згодна з 
азначэннем ступені з рацыянальным паказнікам. 
Няхай х – ірацыянальны лік. Разгледзім адвольную нарастальную 
паслядоўнасць { }ρn  рацыянальных лікаў, якая збягаецца да õ . Тады 
паслядоўнасць { }ρna  таксама нарастае і імкнецца да xa  (згодна з 
азначэннем ступені з ірацыянальным паказнікам). Таму 
ρ <n xa a  
для ўсіх n. Паколькі ρ > 0na  (гэта даказана раней), то і > 0xa . 
Такім чынам, мы даказалі, што ў выпадку 1a >  пры любым рэчаісным х 
мае месца няроўнасць > 0xa . 
У выпадку < <0 1a  у праўдзівасці ўласцівасці 02  можна пераканацца 
пры дапамозе роўнасці  










Уласцівасць 02  даказана цалкам. 
03 .  Калі > 1a , > 0õ , то > 1xa , калі < <0 1a , > 0õ , то < 1.xa  
Д о к а з .  Дакажам гэтую ўласцівасць у выпадку > 1a . 
Калі х – рацыянальны лік, то ўласцівасць 03 , даказана была раней. 
Няхай > 0õ  – ірацыянальны лік. Разгледзім якую-небудзь нарасталь-
ную паслядоўнасць рацыянальных дадатных лікаў { }ρn , якая імкнецца да х. 










ρ <n xà a  для ўсіх n. Паколькі ρ > 1nà , то і > 1xa . 
Праўдзівасць ўласцівасці 03  у выпадку > 1a  даказаная. 
04 .  Калі > 1a , то функцыя = xó a  у сваім абсягу вызначэння нарастае. 
Калі ж < <0 1a , то функцыя = xó a  у сваім абсягу вызначэння спадае. 
Доказ. Доказ здзейснім у выпадку > 1a . Разгледзім адвольную пару 
рэчаісных лікаў <1 2õ õ , тады − >2 1 0õ õ , таму, згодна з ўласцівасцю 
03 , 
− >2 1 1õ õa , г. зн. <1 2õ õa a .  
Праўдзівасць уласцівасці 04  у выпадку > 1a  даказалі. 
05 .  Паказнікавая функцыя = xó a  непарыўная ў кожным пункце свайго 
абсягу вызначэння. 
Доказ. Няхай 0õ  – адвольны пункт лікавай восі. Разгледзім адвольную 
паслядоўнасць { }nõ , якая імкнецца да 0õ . Для кожнага пункта nõ  
разгледзім наваколле  − + 
 
1 1; n nõ õn n
. У гэтым наваколлі разгледзім два 
рацыянальныя пункты 'nr , ''nr  (рыс. 15) такія, што 














Згодна з пабудовай, − < < +1 1 n n nõ r ' õn n
. Паколькі ± → 0
1
nõ xn
, то на 
падставе тэарэмы пра ліміт прамежкавай паслядоўнасці атрымаем, што 
→ 0'nr x . 
Аналагічна 
→ 0''nr x . 
Такім чынам, 
→ 0'nr x , → 0''nr x .     (2) 
Звернемся яшчэ раз да няроўнасці (1). Калі > 1a , то згодна з 
нарастаннем паказнікавай функцыі з няроўнасці (1) вынікае няроўнасць 
< <' '' .n n nr x ra a à       (3) 
Калі ж < <0 1a , то з няроўнасці (1) вынікае няроўнасць 










Згодна з (2), будзем мець: 
→ 0''n xrà à , → 0'n xrà à .     (4) 
Адзначым, што ў выпадку ірацыянальнага 0x  мы карыстаемся 
азначэннем ступені з ірацыянальным паказнікам, а ў выпадку 
рацыянальнага 0x  мы карыстаемся заўвагай 1 з § 5.  
З (4), (3) і (3’) на падставе тэарэмы пра ліміт прамежкавай 
паслядоўнасці атрымаем, што 
→ 0n xõà à . 
Такім чынам, мы даказалі, што для любой паслядоўнасці { } → 0nx x  
адпаведная паслядоўнасць { }nxà  значэнняў паказнікавай функцыі імкнецца 
да 0xà . Гэта сведчыць аб тым, што функцыя = xó a  непарыўная ў пункце 
0x . 
Непарыўнасць паказнікавай функцыі ў кожным пункце лікавай восі 
даказаная. 


















= +∞ . 
Д о к а з . Дакажам уласцівасць у выпадку > 1a . Лік > 1a  запішам у вы-
глядзе а=1+h, дзе > 0h . Скарыстаўшы формулу бінома Ньютона, 
атрымаем: 










= +∞ .        (5) 





= +∞  .       (5’) 
Сапраўды, згодна з (5), для любога ліку Е>0 знойдзецца такі нумар N, 
што >na E  для ўсіх >n N . Таму, улічыўшы нарастанне паказнікавай 
функцыі, для ўсіх >õ N  будзем мець 
> > .õ Na a E  
Вылічым цяпер 
,























Уласцівасць 06  у выпадку > 1a  даказалі. Мы даказалі таксама, што ў 
гэтым выпадку прамая у=0 з’яўляецца гарызантальнай асімптотай графіка 
функцыі = xy à  пры → −∞õ . 
07 .  Паколькі паказнікавая функцыя = xy à  непарыўная на прамежку 
( )−∞ + ∞; , то яна будзе мець у якасці сваіх значэнняў усе лікі, якія 
змяшчаюцца паміж любымі двума яе значэннямі, а паколькі сярод 
значэнняў функцыі = xy à  ёсць колькі пажадана блізкія да нуля і колькі 
пажадана вялікія, то зразумела, што значэнні паказнікавай функцыі 
ўтвараюць прамежак ( )+ ∞0; . Пры нарастанні х ад −∞  да +∞  
паказнікавая функцыя = xy à  нарастае ад 0 да +∞ , калі > 1a , і спадае ад 
+∞  да 0, калі < <0 1a . 
На рыс. 16 паказаны графікі функцыі = xy à  пры > 1a  і < <0 1a . Заўва-
жым, што графікі функцый =










( )1  >= aаy x
 
Рыс. 16 
§ 7. ЛАГАРЫФМІЧНАЯ ФУНКЦЫЯ 
Разгледзім лагарыфмічную функцыю, вызначыўшы яе як функцыю, 
адваротную паказнікавай. 
У папярэднім параграфе даказана, што паказнікавая функцыя, гэта 
значыць функцыя f, зададзеная формулай  
= xy à  ( )> ≠0, 1a a ,      (1) 
вызначаная, строга манатонная і непарыўная на ( ) ( )= −∞ + ∞; D f , прычым 










адваротнай функцыі, існуе адваротная ёй функцыя −1f  ( 1( )x f y−= , 
1( ) ( ) (0; )D f E f− = = + ∞ , )1( ) ( ) ( ; )E f D f− = = −∞ + ∞ , якая строга манатонная і 
непарыўная на 1( ) (0; )D f − = + ∞ . 
Роўнасць ( )−= 1x f y  сведчыць аб тым, што любому ліку > 0b  
( ) ( ) ( )( )−∈ = = + ∞1 0; b D f E f  функцыя −1f  ставіць у адпаведнасць адзіны 
лік 0x  ( ) ( ) ( )( )−∈ = = −∞ + ∞10 ; x E f D f , такі, што =0xà b . Такім чынам, 
значэнне 0x  лагарыфмічнай функцыі, якое адпавядае значэнню b 
аргумента, ёсць паказнік ступені, у якую трэба падвысіць лік а ( )> ≠0, 1a a , 
каб атрымаць лік b. Такі паказнік ступені 0x  называецца лагарыфмам ліку b 
па аснове а ( )> ≠0, 1a a  і абазначаецца =0 logax b . У адпаведнасці з 
гэтым лагарыфмічную функцыю можна задаць формулай. 
Азначэнне. Функцыя = logàó x , дзе а – які-небудзь дадатны рэчаісны 
лік, адрозны ад 1, называецца лагарыфмічнай функцыяй. 
Сапраўды, з роўнасці (1) вынікае, = logàx y , ці, змяніўшы абазначэнні 
зменных, атрымаем = logày x . 
Непасрэдна з уласцівасцяў функцыі (1) выцякаюць наступныя ўласці-
васці функцыі = logày x  ( )> ≠0, 1a a . 
01 .  Лагарыфмічная функцыя = logày x  вызначана на мностве ўсіх 
дадатных рэчаісных лікаў. 
02 .  (log ) ( ; )aE x = −∞ + ∞ . 
03 .  Функцыя logày x=  ( )0, 1a a> ≠  нарастальная пры 1a >  і спа-
дальная пры 0 1a< < . 
04 .  Лагарыфмічная функцыя logày x=  непарыўная ў сваім абсягу 
вызначэння. 
05 .  log 1 0à =  (бо 
0 1à = ). 
06 .  Калі > 1a , то <log 0à x  пры < <0 1õ , >log 0à x  пры > 1x . 
07 .  Калі < <0 1a , то >log 0à x  пры < <0 1õ , <log 0à x  пры > 1x . 
08 .  Калі > 1a , то lim logàx x→+∞ = +∞ , 0 0lim logàx x→ + = −∞ . 










Характэрнымі пунктамі графіка функцыі = logày x  з’яўляюцца пункты 
( )1; 0  і ( ); 1à . Вось Оу – вертыкальная асімптота графіка функцыі = logày x . 
Пры пабудове графіка функцыі = logày x  ( )> ≠0, 1a a  дастаткова 
ўлічваць, што графікі ўзаемна адваротных функцый =
xy à  і = logày x  

















§ 8. ТРЫГАНАМЕТРЫЧНЫЯ ФУНКЦЫІ 
Азначэнні трыганаметрычных функцый  
= sinó x , = ñî só x , = tgó x , = ctgó x  
вядомыя з элементарнай матэматыкі. 
Дакажам непарыўнасць функцый = sinó x , = ñî só x  на ўсёй лікавай 
прамой, гэта значыць для любога ∈0x R .  
Тэарэма 1. Функцыя = sinó x  непарыўная на ўсёй лікавай прамой, гэта 
значыць для любога ∈0x R : 
0
0lim sin sinx x x x→ = . 
Доказ. Заўважым, што  
− + − −
− = ≤ ≤ = −0 0 0 00 0sin sin 2 sin cos 2 sin 22 2 2 2
x x x x x x x x
x x x x , 










Адсюль бачым, што для любога ліку ε > 0  знойдзецца такі лік δ > 0 , 
што для ўсіх х, якія задавальняюць умове − < δ0x x , будзе праўдзівай 
няроўнасць 
− < ε0sin sinx x . 
Сапраўды, тут дастаткова ўзяць δ = ε . 
Такім чынам, функцыя = sinó x  будзе непарыўнай у любым пункце 0x  
лікавай прамой. 
 
Тэарэма 2. Функцыя = cosó x  непарыўная на ўсёй лікавай прамой, гэта 
значыць для любога ∈0x R : 
0
0lim cos cosx x x x→ = . 
Доказ. Адзначым, што доказ тэарэмы 2 можна здзейсніць аналагічна 
доказу тэарэмы 1. Дакажам тэарэму 2 інакш. 
З формулы 




x x  
вынікае, што функцыю = cosó x  мы можам разглядаць як складаную 
функцыю: 
= sinó u , π= +
2





u x  непарыўная ў кожным пункце х, а функцыя 
= sinó u  непарыўная пры любым значэнні u, то функцыя = cosó x  будзе 
непарыўнай у кожным пункце 0x  лікавай прамой, згодна тэарэме пра 
непарыўнасць складанай функцыі. 
Пералічым асноўныя ўласцівасці трыганаметрычных функцый, якія 










Уласцівасці функцыі = sinó x  
1. ( ) =D y R. 
2. ( ) [ ]= −1; 1E y , таму функцыя = sinó x  з’яўляецца абмежаванай. 
3. Функцыя няцотная. 
4. Функцыя перыядычная з асноўным перыядам π2 . 
5. Нулямі функцыі з’яўляюцца пункты = π ∈, õ n n Z. 
6. >sin 0x  для любога ( )∈ π π + π2 ; 2x n n , ∈n  Z. 
7. <sin 0x  для любога ( )∈ π + π π + π2 ; 2 2x n n , ∈n  Z. 
8. Функцыя непарыўная на R. 
9. Функцыя нарастае ад –1 да 1 на π π − + π + π  
2 ; 2
2 2
n n , ∈n Z. 
10. Функцыя спадае ад 1 да –1 на π π + π + π  
32 ; 2
2 2
n n , ∈n Z. 
11. Функцыя мае мінімумы, роўныя –1, у пунктах π= − + π2
2
x n , ∈n  Z. 
12. Функцыя мае максімумы, роўныя 1, у пунктах π= + π2
2
x n , ∈n  Z. 


























Уласцівасці функцыі = cosó x  
1. ( ) =D y R. 
2. ( ) [ ]= −1; 1E y . 
3. Функцыя цотная. 
4. Функцыя перыядычная з асноўным перыядам π2 . 
5. Нулямі функцыі з’яўляюцца пункты π= + π , 
2
õ n ∈n Z. 




x n n , ∈n Z. 




x n n , ∈n Z. 
8. Функцыя непарыўная на R. 
9. Функцыя спадае ад 1 да –1 на [ ]π π + π2 ; 2n n , ∈n Z. 
10. Функцыя нарастае ад –1 да 1 на [ ]−π + π π2 ; 2n n , ∈n Z. 
11. Функцыя мае максімумы, роўныя 1, у пунктах = π2x n , ∈n Z. 
12. Функцыя мае мінімумы, роўныя –1, у пунктах = π + π2x n , ∈n Z. 
З суадносін 




x x  бачым, што графік функцыі = cosó x  
атрымаецца, калі возьмем сінусоіду і пачатак каардынат перанясём па восі 
Ох управа на π
2






























Уласцівасці функцыі = tgó x  
1. ( ) {= ∈D y x R π≠ + π ∈,
2
x n n }Z  
2. ( ) =E y R. 
3. Функцыя няцотная. 
4. Функцыя перыядычная з асноўным перыядам π . 
5. Нулямі функцыі з’яўляюцца пункты = π ,õ n ∈n  Z. 




x n n , ∈n  Z. 




x n n , ∈n  Z. 
8. Функцыя непарыўная на сваім абсягу вызначэння, як дзель 
непарыўных функцый. 




n n , ∈n  Z. 
























Уласцівасці функцыі = ctgó x  
1. ( ) {= ∈D y x R ≠ π ∈,x n n }Z . 
2. ( ) =E y R. 
3. Функцыя няцотная. 
4. Функцыя перыядычная з асноўным перыядам π . 
5. Нулямі функцыі з’яўляюцца пункты π= + π , 
2
õ n ∈n Z. 




x n n , ∈n Z. 




x n n , ∈n Z. 
8. Функцыя непарыўная на сваім абсягу вызначэння. 
9. Функцыя спадае на кожным з інтэрвалаў ( )π π + π; n n , ∈n Z. 




















§ 9. АДВАРОТНЫЯ ТРЫГАНАМЕТРЫЧНЫЯ ФУНКЦЫІ 
Разгледзім функцыю = sinó x  на адрэзку π π− ≤ ≤
2 2
x . Яна з’яўляецца 
непарыўнай і нарастальнай. Мноствам значэнняў гэтай функцыі з’яўляецца 
адрэзак [ ]−1; 1 . Значыць, згодна з тэарэмай пра існаванне адваротнай 





Гэтую адваротную функцыю называюць арксінусам і абазначаюць 
= arcsinó x .      (1) 
Абсягам вызначэння функцыі (1) з’яўляецца адрэзак [ ]−1; 1 , а мноствам 




Функцыя (1) нарастае і непарыўная на сваім абсягу вызначэння (згодна 
тэарэме § 1). 
Дакажам зараз, што функцыя (1) з’яўляецца няцотнай. 
Адзначым спачатку, што абсяг вызначэння функцыі (1) сіметрычны 
адносна пункта х=0, таму застаецца пераканацца ў тым, што [ ]∀ ∈ −1; 1õ  
( )− = −arcsin arcsinx õ .      (2) 
Няхай ( )− = 1arcsin x ó , − = 2arcsinõ ó . Тады маем: 
π π ∈ −  
1 2, ;2 2
ó ó  і  
( )( )
( ) ( )
= − = −
= = − = −
1
2
sin sin arcsin ,
sin sin -arcsin sin arcsin .
y x x
y x x x
 
Адсюль, паколькі функцыя сінус нарастае 
на адрэзку 
π π −  
;
2 2
, вынікае, што =1 2y ó , г. зн. 
мае месца роўнасць (2). 
Графік функцыі = arcsinó x  сіметрычны 
графіку функцыі = sinó x , π π− ≤ ≤
2 2
x  адносна 






















Разгледзім функцыю = ñî só x  на адрэзку ≤ ≤ π0 x . Яна з’яўляецца не-
парыўнай і спадальнай. Мноствам значэнняў гэтай функцыі з’яўляецца адрэ-
зак [ ]−1; 1 . Значыць, згодна з тэарэмай пра існаванне адваротнай функцыі 
на адрэзку [ ]−1; 1  існуе функцыя, адваротная да функцыі = ñî só x , ≤ ≤ π0 x . 
Гэтую адваротную функцыю называюць 
арккосінусам і абазначаюць 
= arccosó x .      (3) 
Абсягам вызначэння функцыі (3) з’яўляецца 
адрэзак [ ]−1; 1 , а мноствам значэнняў – 
адрэзак [ ]π0; . 
Функцыя (3) спадае і непарыўная на сваім 
абсягу вызначэння (згодна тэарэме § 1). 
Графік функцыі = arccosó x  сіметрычны 
графіку функцыі = ñî só x , ≤ ≤ π0 x  адносна 
прамой у=х (рыс. 23). 




x . Яна з’яўляецца непарыўнай і нарастальнай. Мноствам 
значэнняў гэтай функцыі з’яўляецца прамежак ( )−∞ + ∞; . Значыць, згодна 
з тэарэмай пра існаванне адваротнай функцыі на прамежку ( )−∞ + ∞; , 
існуе функцыя, адваротная да функцыі = tgó x , π π− < <
2 2
x . 
Гэтую адваротную функцыю называюць арктангенсам і абазначаюць 
= arctgó x .      (4) 
Абсягам вызначэння функцыі (4) з’яўляецца прамежак ( )−∞ + ∞; , а 





Функцыя (4) нарастае і непарыўная на сваім абсягу вызначэння (згодна 
тэарэме § 1). 
Дакажам зараз, што функцыя (4) з’яўляецца няцотнай. 
Адзначым спачатку, што абсяг вызначэння функцыі (4) сіметрычны 
адносна пункта х=0, таму застаецца пераканацца ў тым, што 
( )∀ ∈ −∞ + ∞; õ  



















Няхай ( )− = 1arctg x ó , − = 2arctgõ ó . Тады маем: 
π π ∈ − 
 
1 2, ;2 2
ó ó  і  
( )( )
( ) ( )
= − = −
= = − = −
1
2
tg tg arctg ,
tg tg -arctg tg arctg .
y x x
y x x x
 
Адсюль, паколькі функцыя тангенс нарастае на інтэрвале 





вынікае, што =1 2y ó , гэта значыць мае месца роўнасць (5). 
















Разгледзім функцыю = ñtgó x  на прамежку < < π0 x . Яна з’яўляецца 
непарыўнай і спадальнай. Мноствам значэнняў гэтай функцыі з’яўляецца 
прамежак ( )−∞ ∞; . Значыць, згодна з тэарэмай пра існаванне адваротнай 
функцыі на прамежку ( )−∞ ∞;  існуе функцыя, адваротная да функцыі 
= ñtgó x , < < π0 x . 
Гэтую адваротную функцыю называюць арккатангенсам і абазначаюць 
= arcctgó x .      (6) 
Абсягам вызначэння функцыі (6) з’яўляецца прамежак ( )−∞ ∞; , а 










Функцыя (6) спадае і непарыўная на сваім абсягу вызначэння (згодна 
тэарэме § 1). 
Графік функцыі = arcctgó x  сіметрычны графіку функцыі = ñtgó x , 
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